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ABSTRACT 

The Redlich-Kister equation for thermodynamic excess functions can be 
transformed in such a way that the coefficients can be evaluated graphically up to 7 
coefficients. As an example, the free excess enthalpy of the ethanol + n-heptane 
system has been fitted with respect to the mole fraction. The result is comparable 
with numerical fits. The equation is applicable to any thermodynamic function of 
binary systems. 

ZUSAMMENFASSUNG 

Durch eine geschickte Umformung des Redlich-Kister-Ansatzes fi.ir thermo- 
dynamische Exzessfunktionen ‘erhZlt man einen Ansatz, dessen Koeffizienten durch 
graphischen Ausgleich ermittelt werden kiinnen. Der graphische Ausgleich liefert 
bis zu 7 Koeffizienten. Das Ausgleichsverfahren wird am Beispiel der freien Exzess- 
enthalpie fiir das Gemisch AthanoI + rz-Heptan erliiutert. Die gewonnene Aus- 
gleichsfunktion h%lt jedem Vergleich mit numerisch ermittelten Funktionen stand. 
Der Ansatz ist auf beliebige thermodynamische Funktionen bin3rer Gemische an- 
wendbar. 

EINLElTUNG 

In den letzten Jahren wurden mehrere 
stellung der KonzentrationsabhZngigkeit der 

halbempirische Gleichungen zur Dar- 
freien Exzessenthalpie von Gemischen 

entwickelt. Die bedeutendsten sind die Wilson-Gleichung’, die NRTL-Gleichung2 
und die Uniquac-Gleichung3. Neben diesen Gleichungen betilt der rein empirische 
Redlich-Kister-Ansatz4 jedoch seine grosse praktische Bedeutung fiir alle Arten 
thermodynamischer Funktionen von bin&en Gemischen. Legt man sich auf einen 
halbempirischen Ansatz fiir die freie Exzessenthalpie fest, dann muss man an ihm 

* Jetzt am Fraunhofer-Institut fiir Systemtechnik und Innovationsforschung, Sebastian-Kneipp- 
Stnsse 12-14, D-7500 Karlsruhe 1 (B-R-13.). 
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ziehungen zu erfiillen sind. 

TE = 

T.X 

aGE 
SE=- aT ( > PA 

such in bezug auf die iibrigen Exzessfunktionen festhahen, wobei folgende ‘Be- 

(1) 

(2) 

(3) 

c; = - T($>,., = T(Z),,, = (z)p., (41 

Ein beziiglich der Koeffizienten nichtlinearer Ansatz fiihrt bei Differentiationen 
gemass (l)-(4) zu einer Vermehrung der Anzahl von Koefhzienten sowie zu einer 
Komplizierun, = des mathematischen.Ausdrucks. Dieser Nachteil wird zuweilen durch 
fragwiirdige Annahmen iiber die Unabhangigkeit gewisser Koeffizienten von Tempe- 
ratur und Druck eingeschrankt’. Ferner bedingt ein in den Koeffizienten nichtlinearer 
Ansatz such ein nichtlineares System von Normalgleichutigen, welches nur durch 
ein Iterationsverfahren gel&t werden kann, wobei je nach Konvergenz des Ver- 
fahrens schon einigermassen brauchbar abg.eschiitzte Rohwerte der Koeffizienten 
bekannt sein miissen. Demgegeniiber liefert der in den Koeffizienten lineare Redlich- 
Kister-Ansatz ein lineares Normalgleichungssystem, das direkt l&bar ist. Die Form 
des Ansatzes bleibt such nach dem Differenzieren gem&s (l)-(4) fiir alle Exzess- 
funktionen gleich. 

Auf den wesentlichen Vorteil. ihres Ansatzes haben schon Redlich und Kister 
hingewiesen. Fiihrt man die Ausgleichsrechnung mit einem einfachen Polynoman- 
satz aus, in den sich der Redlich-Kister-Ansatz ja stets umwandeln Iasst, dann werden’ 
die Koeffizienten bei Anwachsen des Polynomgrades standig gr&ser, und das Ergebnis! 
ergibt sich add&v aus einer Vielzahl sehr grosser Zahlen, die auf immer mehr Stellen 
genau bestimmt werden mussen, so dass man an die Grenzen selbst einer Gross- 
rechenanlage stbsst. Dagegen bleibt die Griissenordnung der Koeffizienten des 
Rechich-Kister-Ansatzes bei Hinzunahme weiterer Glieder erhalten. Mit zunehmen- 
dem Polyndmgrad, wird der Betrag der Koeffizienten h6herer Ordnung im allge- 
meinen kleiner, ihre statistischen Toleranzen werden grosser. 

WIEDERGABE DER CHARAKTERISTISCHEN EIGENSCHAFTEN VON EXZESSFUNKTIONEN 

Fiir die Anpassungsfihigkeit der mathematischen Ansgtze an gemessene GE 
(x)-Kurven gibt es zwei Kriterien, die Fehlerquadratsumme und die Wiedergabe 
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der partiellen Ezxessfunktion 1~: und ,u:. Von diesen interessieren besonders die 
Werte fur die unendliche Verdiinnung (Randwerte), weil mit ihrer Kenntnis die 
Exzessfunktion einer schwachverdiinnten LGsung nach dem Grenzgesetz der ideal 
verdtinnten Losung leicht berechnet werden kann. Die Randwerte der partiellen 
Exzessfunktionen lassen sich durch Extrapolation aus gemessenen GE-Werten be- 
stimmen gem&s: 

&” = lim 
GE 

X-r0 X(1 - X) 

dim = lim 
GE 

x-1 x(1 - x) 

(5) 

(6) 

Tr5gt men also die c”/x(l - x)-Werte iiber der Konzentration auf und extrapoliert 
die Ausgleichskurve bis zu den Randern des Konzentrationsbereiches, dann Iassen 
sich die gesuchten ,$a_ und /rEm-Werte unmittelbar ablesen (Abb. 1). Ferner lasst 
sich schon aus dem Verlauf der GE/-x( 1 - _r)-Kurve abschatzen, wieviel Koeffizienten 

0 xB- i 
A B 

Abb. 1. Graph&he Verdeutlichung der Beziehungen Q und (6). 
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Abb. 2. Aus MessungenG berechnete freie Exzessenthalpie von AthanoI + n-Heptan bei 303,15 K 
mit graphisch ermittelter Ausgleichsfunktion [Ansatz(lO) mit 6 Koeffizienten]. 

in einem Redlich-Kister-Ansatz zum sinnvollen Ausgleich der Messpunkte mindestens 
ben6tigt werden. Ein weiterer Vorteil des GE/x(1 - x)-Diagramms besteht darin, 
dass die Abweichungen der Messwerte von der AusgIeichskurve und damit Messun- 
genauigkeiten deutlicher zum Ausdruck kommen. 

Auch der rechnerische Ausgleich wird unabhgngig davon, ob das Produkt 

x0 - x) im Ansatz enthalten ist oder nicht, zweckm%sigerweise mit den GE/.x(1 - x)- 
Daten vofgenommen. Denn die GE/x( 1 - x)-Kurve hat stets einen weniger gekriimm- 

ten VerIauf als die GE(x)-Kurve, so dass die Messwerte alIe gleichgewichtet werden 
kiinnen (Gewichtsfaktor 1). Eine andere Wichtung ist sowieso kaum miiglich, weil 
die Messfehler als Funktion der Konzentration selten genau genug bekannt sind. 



Neben der Fehlerquadratsumme stellt die Wiedergabe der partiellen Exzess- 
funktionen ein weiteres Kriterium fiir die Qualitat einer Ausgleichskurve dar. So 
wie die Differentiation einer Ausgleichskurve deren Unzuhinglichkeit verdeutlicht, 
so we&en die nach einer Ausgleichskurve berechneten, partiellen Exzessfunktionen 
wesentlich gr&sere, relative Abweichungen von den entsprechenden Idealkurven auf 
als die integrale Exzessfunktion. Besonders deutlich wird das an den Rsndern des 
Konzentrationsbereiches, wo die Funktionswerte GE = 0. in allen Gleichungen 
implizit schcn enthalten sind, wo aber die Fehler der partiellen Exzessfunktionen 
besonders gross werden (Abb. 3) 

Beim Ausgleich gemessener GE-Daten tritt die Schwierigkeit auf, dass die 
Randwerte !L:* und [la Eco als Differentialquotienten nur in endlicher NHherung messbar 
sind. Die Messwerte der partiellen Exzessfunktionen liegen also stets in endlichem 
Abstand vom Konzentrationsrand entfernt und werden, wenn sie besonders nahe 
am Rand liegen, entsprechend ungenau. Am genauesten lassen sich die pE”- und 
/CEm-Werte durch Extrapolation ermitteln, die in jedem Fall an der Graphik zu % 

; iiberprilfen ist. Dabei ist es von Vorteil, wenn nicht nur die GE/x(1 - x)-Daten, 
sondern such die chemischen Potentiale iiber der Konzentration aufgetragen werden, 
weil dann die Randwerte als Schnittpunkte dreier Linien besser zu bestimmen sind 

: (Abb. 1). 
Im Gegensatz zu den haibempirischen Ansatzen mit beschriinkter Koeffizienten- 

- zahl kann ein Redlich-Kister-Ansatz mit zunehmender Anzahl von Koeffizienten den 
Stiitzstellen immer besser angepasst werden. Die partiellen Exzessfunktionen “knicken” 
dann aber zum Rand hin immer stiirker zu physikalisch unsinnigen Werten ab. Der 
Preis fiir die bessere Anpassungsfahigkeit im Innern des Konzentrationsbereiches 
ist also eine vie1 schlechtere Extrapolationsfiihigkeit zum Rand hin. Wie gut die 
Extrapolation&higkeit der Ausgleichsfunktion ist, hiingt davon ab, wie kompliziert 

die Stiitzstellen liegen und wie nahe die Stiitzstellen an die Rander des Konzentra- 
tionsbereiches heranreichen. Sieht man von einfachen Ftillen ab, steht man oft vor 
dem DiIemma, ob man auf die Wiedergabe der Messgenauigkeit oder auf die physi- 
kalisch sinnvohe Wiedergabe der partiehen Exzessfunktioncn verzichten solI. 

VERGLEICH VON NUMERISCHER UND GRAPHISCHER ERMIJITLUNG DER AUSGLEICHSKURVE 

Dem Vergleich liegen die isothermen Messwerte des Dampf-FIiissigkeit-Gleich- 
gewichtes von Athanol -/- fz-Heptan bei 303,15 K zugrunde6_ Die freie Zusatz- 
enthalpie wurde unter der Annahme einer idealen Dampfphase berechnet, was in 
diesem Fall zuh-issig ist. Der numerische Ausgleich wurde fiir den Redlich-Kister- 
Ansatz, die Wilson-Gleichung sowie dem sich aus der Wilson-Gleichung nach (3) 
ergebenden Ansatz fiir die Exzessenthalpie durchgeftihrt: 

Rediclz-Kis fer 

N - 1 

GE = x (1 - X) c Ai (1 - 2x)’ 
i=o. 
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N-l 

/lE = x2 c Ai [l - 2x -I- Zi(1 - x)-J (I - 2x)‘-’ 
i=O 

(7) 

N-l 

11; = (1 - x)2 1 A; [l - 2x - 2ix] (1 - 2x)‘-’ 
i=O 

wo N = Anzahl der Koeffizienten. 

Wilson (GE) 

GE = - A,((1 - x) In Cl - x + A,x] f xln [x + A2(l - x)-j) 

p”A = A, 4x A2 

1 - x + A,x - x + A,(1 - x) 
- In [l - x + Al-y3 (8) 

p: = A, 
A, (1 - x) Al 

X+A2(l-xx)-l--+AA,x 
- In [x -f- A2 (1 - x)] 

> 

Bei der 2-parametrigen Wilson-Gleichun g wird der Koeffizient A, gleich 1 

gesetzt. Se hat aber den Nachteil, dass sie die freie Exzessenthalpie von Gemischen 
mit Mischungshicke nicht zu beschreiben vermag’* 2p ‘_ Daher wurde die 3-para- 
metrige Wilson-Gleichun g vorgezogen. Differentiation dieser Gleichung gem&s (3) 

Iiefert folgenden Ansatz fiir die Exzessenthalpie’, der hier jedoch zur Darstellung 

der freien Exzessenthalpie benutzt wird. 

Wilson (iTE) 

GE = x(1 - x) Bo B1 1 - x + B,x + x + B,(l - x) 

p: = x2 

i 

BOB2 

Cl - x + B,x]’ + 

Bl 

[x + B,(l - x)]’ 1 

p: = (1 - x)2 BO .B,B, 

Cl - x -I- &x-J2 + [x + B,(l - x)12 > 

(9) 

Der Ansatz (9) entspricht in seinem mathematischen Aufbau der NRTL- 

Gleichung von Renon und Prausnitz’, hat jedoch eine grossere AnpassungsfShigkeit, 

weil in der NRTL-Gleichung von den 4 Koeffizienten zwei miteinander mathematisch 

verkniipft sind. 
Zur graphischen Ermittlung einer geniigend genauen Ausgleichskurve eignet 

sich der foIgende Ansatzg. 

GE 
N-l 

x(1 - x) 
= B, + B, (1 - 2x) - 4x (1 - x) C &(l - 2x)‘-2 

i=t 



Pit N- 1 

- = B, + B, (3 - 4x) + 4(1 - x) 1 [(i - 3x) (1 - 2.x) - 2x(1 - x) (i - 2)] 
X2 i=2 

B&l _ zx)‘-3 

d N-l 

(1 - xy 
= & + B, (1 - 4x) - 4~ 1 [(2 - 3x) (1 - 2x) - 2x-(1 - x) (i - 

i=2 

Bi(l - 2X)i-3 

(10) 

31 

Dieser Ansatz geht aus dem Redlich-Kister-Ansatz durch folgende Umrech- 
nung hervor. 

(11) 

mit u = Integer 

Einen B-Koeffizienten nach (10) mit geradem .Index erhalt man also durch 
Summation aller A-Koeffizienten mit geraden Tndizes nach (7), beginnend beim 
Index des gesuchten B-Koeffizienten. Entsprechendes gilt fiir die Koeffizienten mit 
ungeradem Index. Die Umrechnungsformeln (11) entsprechen dem Bildungsgesetzr” 

Bi = Bi+z + Ai (12) 

Wie die charakteristischen Eigenschaften der Ausgleichskurve von den An- 
satzen (7)-( 10) wiedergegeben werden, zeigt die Tabelle 1. 

TABELLE 1 

CHARAKTERISTISCHE EIGENSCHAFIEN DER AUSGLEICHSKURVEN 

Wilson (GE) Redich- 
Kister 

Amatz (10) 

N-l 
_y = 0: pnErn A0(1 - Al - In A$ Bo + VW&) X Ai Bo -!- BI 

i=O 

N-l 
x = 1; [@m Ao(l - AZ - In Al) Bl -!- (BolBd C (-l)fAi BO -BI 

i=O 

x = f; 
@z f Al)(l + AZ) 

x(1 - s) 
--MO In 

4 1 2Bo I 2B1 A0 
1 -!- Bz 

I- 
1 + B3 

Bo - B2 
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Unabhangig von der .GesamtzahI der Koeffizienten geben die ersten vier 
Koeffizienten von Ansatz (10) ganz charakteristische Eigenschaften der Ausgleichs- 
kurve wieder: 

Diese vier Koeffizienten von Ansatz (10) lassen sich mit vollkommen aus- 
reichender Genauigkeit aus der graphischen Auftragung der Messwerte ermitteln 

(Abb. 2). 
Mit den nach Abb. 2 bestimmten ersten vier Koeffizienten werden dann fur 

alle Stiitzstellen die -.Restdifferenzen zwischen den Messwerten und dem 4-para- 
metrigen Ansatz (10) berechnet, wozu ein einfacher Taschenrechner geniigt. Ent- 
sprechend dem Ansatz (10) miissen die nach Abb. 3 definierten Restdifferenzen y 

3 

Y 
kJlmol 

Freie Exzefbnthalpie I C2H,0H/C+4, 

-E 
G& 

-E 

y(x) r 
his BJ - %JM 

[2X(1-%) (1-2x$ 

Y(0,51 = BL __t B I 

e (Q5) = -2B,h 13, 

~B4+Eyl-2xl 

=1,85 J$ 

=0.85 s 

I I , I 

0,2 O/5 0,6 0,8 

Abb. 3. Graph&he Bestimmung des 5 und 6 KoefTizienteD 
gestellte Ausgleichskurve. 

von Ansatz (10) fiir die in Abb. 2 dar- 



, 

t 

117 

1 
hrpf-Fliissigkeik-Gkichgewicht : 

CJH~OH I n-C7H16 

I I 8 1 

--ItIf- 
=7”16 

0 Q2 O,h 0.6 0,8 IO 

-xc2Y 

bb. 4_ Konsistenztest nach Redlich-Kister. (Die GrenzaktivitPtskoeffizienten entsprechen den in 
.bb. 2 extrapolierten chemischen Potentialen bei unendlicher Verdiinnung.) 

urch einen Redlich-Kister-Ansatz darstellbar sein, welcher hier nach dem zweiten 
Koeffizienten abgebrochen wird. 

Auch der Ausgleich der Restdifferenzen wird zyeckmilssigerweise graph&h 
vorgenommen, wei es vor allem darauf ankommt, die Punkte fiir 0, I I x _( 0,4 
und 0,6 I x I 0,9 auszugIeichen (Abb. 3). Denn in der Mitte sowie in den Randzonen 
des Konzentrationsbereiches liegt die Ausgleichskurve durch die ersten vier Koeffi- 
zienten schon weitgehend fest. Der Restausgleich kann durch eine Gerade (Abb. 3) 
oder eine Parabel vorgenommen werden, wobei sich die iibrigen Koeffizienten wieder 
unmittelbar aus Funktions- und Steigungswert fiir die Ziquimolare M&hung (Abb. 3) 
und aus den Funktionswerten am Konzentrationsrand [y(O) = B4 + B5 + Be] aus 
der Graphik abIesen lassen. Die Verwendung von mehr als 7 Koeffizienten zur Dar- 
stellung von Exzessfunktionen ist ohnehin nicht opportun. 
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TABELLE 2 

KOEFFIZIENTEN DER AUSGLEICHSFUNKTIONEN IN J MOLE-I FiiR DIE FREIE EXZESSENTHALPIE6 VON 

XTHANOL -t R-HEPTAN BEI 303,15 K 

N Ao Al AO A3 A‘Z A5 

Ansatz (7) 3 5625 878,6 2419 

4 5682 299,2 2303 541,s 
6 5829 - 85,66 1391 2522 941,o -1496 

Ansatz (8) 3 2353 O,I280 0,022 16 

N -Bo Bl B2 B3 B4 B5 

Ansatz (9) 4 7108 5484 5,265 2,086 

Ansatz (IO) 6 8500 1500 2630 1280 1850 850 

Fiir die Giite einer AusgIeichsfunktion gibt es im Falle der freien Exzess- 
enthalpie neben der Fehlerquadratsumme und der richtigen Wiedergabe der che- 
mischen Potentiale bei unendiicher Verdiinnung noch ein zusatzliches Kriterium, 
namlich die Lage des Maximums (oder Minimums) der freien ExzessenthaIpie. Sie 
Iasst sich durch den Redlich-Kister-Fhichentest im allgemeinen innerhalb einer 
Unsicherheitsgrenze von -&2 x 10B3 festlegen (Abb. 4). Eine Ausgleichskurve fiir 
die freie Exzessenthalpie kann nur dann als befriedigend angesehen werden, wenn 
sie das Maximum innerhalb dieser Grenzen wiedergibt. 

Der numerische Ausgleich der Messwerte wurde nach einem Spline-Fit- 
Programml? (von IBM) durchgefiihrt ftir Redlich-Kister-Ansatze mit 3,4 und 6 
Koeffizienten, die Wilson (.CE)- und die Wilson (RE)-Gleichung. Die resultierenden 
Koeffizienten sind in Tabelle 2 zusammengefasst. 

Die Standardabweichung, die chemischen Potentiale bei unendlicher Ver- 
diinnung sowie die Lage des Extremums von GE sind ftir die resultierenden Aus- 
gleichskurven aus Tabelle 3 zu ersehen. Bei der Berechnung der Standardabweichung 
wurde die ZahI der Koeffizienten unberiicksichtigt geIassen, weil hier nur die absolute 
Qualitat der AusgIeichskurven verghchen werden sollte, ungeachtet der dazu not- 
wendigen Anzahl. von Koeffizienten. Dass hier die Redlich-Kister-Ansatze durchweg 
grossere Fehlerquadratsummen liefern als die nichtlinearen Ansatze, liegt im Verlaufi 
der Exzessfunktion begriindet. Wie mehrere Modellrechnungen gezeigt haben, kann$ 
such das GegenteiI auftreten. Dass hier die Fehlerquadratsumme der. graphisch! 
ermittehen Ausgleichsfunktionen kleiner als die eines adaquaten Redlich-Kister+ 
Ansatzes mit gIeichvie1 Koeffizienten ist, beruht ebenso auf Zufall. Der Grund lieg$ 
in der numerischen Gleichgewichtung aller Messpunkte, was nicht bedeutet, da& 
damit aIIe Punkte von gleichem Einfluss auf die -Minimierung der Fehlerquadrag 
summe sein miissen’ 2. 

Aus TabelIe 3 geht hervor, dass die graphisch ermittelte Ausgleichsfunktio%J 
nach Ansatz (10) die Lage des Maximums der freien Exzessenthalpie am besteg 
wiedergibt (Abb. 4). Wie mehrere Modellrechnungen fiir kompliziertere Kurveti% 
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verlgufe der freien Exzessenthalpie gezeist haben, liefert der graph&he AusgIeich 

nach Ansatz (10) stets Ausgleichskurven von vergleichbarer oder besserer QuaWit 
wie numerisch ermittehe Kurven nach den AnsStzen (7)-(9). 

Die hier gezeigte Methode zur graph&hen Ermittlung von Ausgjeichskurven 
Ihsst sich natiirlich fiir beliebige thermodynamische oder physikalische Funktionen 

bingrer Gemische wie Viskositsten, Brechungsindices, Tau- und Siedelinien etc. 

anwenden und ist mit geringsten Hilfsmittejn vor Ort im Labor durchfiihrbar. 

LITERATUR 

1 M. WiIson, J. Am. Chenz. Sot., 86 (1964) J27_ 
2 R. Renon und J. M. Prausnitz, AICHEJ., 14 (1968) 135. 
3 D. S. Abrams, J_ M- Prausnitz, AICHE J., 21 (1975) 116. 
4 0. Redlich und A- T. Kister, ImL Ezzg. Chenz., 40 (1945) 345. 
5 R. V. Orye, Ph. D. Dissez*tatiorz, University of California, Berkeley, 196.5 
6 J. B. Ferguson, M. Freed und A. C. Morris, J- Phys. Chenz., 37 (1933) 87. 
7 M. Hiranuma, J. Chenz. Etzg. Jpn., S (1975) 162. 
8 I. Nagata und T. Yamada, IIT. Eng. Chen~. Process Des. Dev., 11 (1972) 574. 
9 E. Miinsch, T.zernzoclzinz. Acta, 22 (1978) 237. 

10 E. Miinsch, Dissertation, Ruhr-Universitiit, Bochum, 1976. 
11 D. W. Marquardt, J. Sot. L-zd. Appt. Math., I1 (1963) 431. 
12 D. A. Brandreth, J. Chmr. E&c., 45 (1968) 657. 


